BOLUM III

LINEER SINIR DEGER PROBLEMLERI
VE
STURM-LIOUVILLE PROBLEMLERI

3.1 iIKiNCi MERTEBEDEN LINEER DiFERANSIYEL DENKLEMLER

Ikinci mertebeden bir lineer diferansiyel denklem

2

G.1) az(x)%w(x)%wo(x)y=g(x)

seklinde yazilabilir. Eger denklemin ¢6ziimiinii aradigimiz bir [a,b] araliginda, a,(x)#0
ise 0 zaman bu denklem

(3.2) ‘C’l—%p(x)@w(x)y:f(x)
x dx

seklinde yazilabilir. Bu boliimde aksi soylenmedik¢e p,q ve f fonksiyonlarinin [a,b]
araliginda siirekli olduklarini varsayacagiz. Denklem (3.2) daha kisa olarak

(3.3) Liyl=f
3.4 L=D"+p(x)D+q(x), (D=d/dx)

seklinde yazilabilir. Burada tanimlana L:y — L[y] lineer bir doniistimdiir (lineer trans-
formasyon, lineer operator ). Bu lineer doniisiimiin ¢ekirdegi

(3.5 Ker(L)z{y| Ly(x)]=0, anSb}
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olarak tanimlanabilir. Yani bagka bir ifade ile Ker(L), L[y]=0 denkleminin ¢6ziim kii-
mesidir. Dolayistyla, y,(x), y,(x), Ly =0 denkleminin lineer bagimsiz ¢oziimleri ise

Ker(L)={e,,(x)+¢,0,(x)
yidir ve boyutu 2 ye esittir..

€,C, € ]R} kiimesidir. Bu kiime C[a,b] uzaymin bir alt uza-

L[y]=f denkleminin genel ¢6ziimii
(3.6) yg:yc+yp:Clyl('x)+c2y2(x)+yp(x)

seklinde yazilabilir; burada y, =c,y,(x)+c,»,(x), ( ¢,c, keyfi sabitler) L[y]=0 denk-
leminin genel ¢6ziimi, y, de L[y]=f denkleminin herhangi bir (6zel) ¢6zimiidiir.

s TANIM 3.1 ( Baslangi¢c Deger Problemi )

(3.7a) U= p@ L gy =1, (@sxsh)
X dx
(3.7b) y(x)=a, V'(x)=B (x,€la,b]) (baglangig¢ degerleri)

seklinde tanimlanan bir probleme L[y]= f icin bir baslangi¢ deger problemi denir.

< TEOREM 3.1 Baslangi¢ deger problemi (3.7) p,q, f fonksiyonlar [a,b] arali-
ginda siirekli ise her o, € R i¢in tek bir ¢dziime sahiptir.

Bu teoremin ispati diferansiyel denklemlerle ilgili bir¢ok kitapta bulunabilir onun
icin burada verilmeyecektir. &

3.2 LINEER SINIR DEGER PROBLEMLERI
Burada yalnizca ikinci mertebeden lineer diferansiyel denklemler igin sinir deger

problemleri ele alinacaktir. Ciinkii, genel sinir deger problemleri oldukga ileri seviyede
analiz ve diferansiyel denklemler ile ilgili teorik bilgileri gerektirir.

(3.8) Z—;H L 44y =f@)  pgeClab]
x dx

diferansiyel denkleminin ¢oziimlerinin a ve b noktalarinda verilen sartlart saglamasi
istenirse boyle bir probleme sinir deger problemi denir.
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ORNEK 3.1
Y'+y=0, y(0)=0, y(nr)=0

bir siir deger problemidir. Verilen diferansiyel denklemin genel ¢6z{imiiniin
y=c,cosx+c,sinx, (¢;,c, €R)

oldugu agiktir. Smir degerleri kullanilirsa ¢, =0, ¢, € R bulunur. Dolayistyla sinir deger
probleminin ¢éziimii
y=c¢,sinx, (c,eR)

seklindeki fonksiyonlar kiimesinden olusur. Yani baska bir ifade ile sonsuz sayida ¢6ziim
vardir. Bu ¢6ziim uzay1 sinx fonksiyonunun dogurdugu alt uzaydir, dolayistyla ¢6ziim
uzayinin boyutu bire esittir.

ORNEK 3.2

Bir dnceki 6rnekteki problemin sinir degerlerini asagidaki sekilde degistirelim
YV'+y=0,  y0)=1 y(m)=0.

Genel ¢oziimde sinir degerleri kullanilirsa ¢, =1 ve ¢, =0 olmasi gerektigi goriiliir.
Dolayisiyla problemin ¢6ziimil yoktur: Sinir deger probleminin ¢6ziim kiimesi bos kiime-

dir.
ORNEK 3.3

Asagidaki sinir deger problemlerinin her birinin tek ¢éziime sahip oldugu kolaylikla
gosterilebilir.

(a) Y'+y=0, p0)=1, y'(nt)=0. (Coziim: y =cosx)
(b) V'+y=0, y(0)=2, y(rn/2)=0. (COziim: y=2cosx)

Yukaridaki 6rneklerde goriildiigii gibi bir sinir deger problemi
(1) tek ¢coziime sahip olabilir;
(i1) cok ¢odziime sahip olabilir;

(iii) hi¢ ¢6zlime sahip olmayabilir.

Genel olarak ikinci mertebeden lineer bir diferansiyel denklem L[y]= f i¢in
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(3.9) (BC)(y)=a,y(a)+a,,y'(a)+b,y(b)+b,,y(b)
aij,b[j eR (i,j=12)

olarak tanimlayalim. Bu durumda L[y]= f i¢in bir lineer sinir deger problemi asagidaki
sekilde tanimlanabilir.

« TANIM 3.2 (Lineer Sinir Deger Problemi )
(3.10a)  L{y]=)"+p(x)y'+q(x)y=f(x), (a<x<b; p,qeCla,b])
(3.10b) (BC),(»)=q,, (BC),(y)=oa, (sinur sartlar)

seklinde verilen bir probleme lineer sinir deger problemi denir. Burada

(BC), (), (BC),(y)

(BO),(y)=a,y(a)+ akzy’(a) +buy(D)+b,y(b), (k=12)
olarak tanimlanir.

Dikkat edilirse sinir sartlarinda y ve y' lineer olarak goriinmektedir, yani sinir sart-
lar1 y(a)y'(b), sin y(a), y*(a)+ y*(b) gibi terimleri icermemektedir. Bu yiizden yukari-
da verilen tipteki sinir sartlarina lineer simir sartlar: denir. Verilen diferansiyel denklem

ve onunla ilgili sinir gartlar1 lineer ise boyle bir probleme Lineer Sinir Deger Problemi
denir. (3.10b) de verilen sinir sartlari matris formunda ifade edilebilir;

y(a)
(BC),(») |ay a, by, b, V'(a) | %
(BC),(») - ay @y by by || y(b) - o,

V'(b)

Problemin bir anlam kazanabilmesi i¢in siir sartlarindaki katsayilarin agsagidaki ti¢
sart1 da saglamasi gerekir:

a, ap

. . b, b,
(1) AZ{ }ﬁ[o], (i) BZ[ 5 }f[o],

ay 4y b, by,

(i) rank(4 B])=2.

Aksi takdirde, 6rnegin (i) veya (ii) sart1 saglanmazsa problem baslangic deger problemine
dondsiir. Okuyucu, (ii) sart1 saglanmazsa ne olacagini bir 6rnekle gorebilir.
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Lineer sinir deger problemlerinin 6zel tipleri olarak asagidakiler verilebilir.

(i) Homojen sinir deger problemi (hem denklem hem de sinir sartlar1 homojen):
(3.12) (BVP),: Lly]=0, (BC),(»)=0, (k=12)

(ii) Yar1 homojen sinir deger problemi:
(3.13) Tip1:  L[y]=0, {(BO),(»)=a,, k=12} (o] +a;=0),

(3.14) Tip2:  Lly]=f, (BO)(»)=0, (k=12), (f#0)

% TEOREM .3.2 Homojen sinir deger problemi (BVP), i¢in tanimlanan

Ker(BVP)=Ker{L,(BC),,(BC),}
= {y|L[¥]1=0,(BC),(y) = 0,(BC),(») =0}

kiimesi bir vektor uzayidir. Bu uzay homojen denklemin ¢éziim uzayinin bir alt uza-
yidir

ISPAT: i=1,2 igin, (BC),(u)=0 ve (BC).(v)=0 olsun. O zaman her ¢,c, €R
sayilart i¢in (BC),(cu+c,v)=¢,(BC),(u)+c,(BC),(v)=0 saglanir. Ker(L) kiimesinin
vektor uzayr oldugunu biliyoruz. Bu ylizden u,v € Ker(BVP) ise cu+c,ve Ker(BVP)
saglanir. Diger taraftan Ker(BVP) < Ker(L) oldugundan Ker(BVP), Ker(L) uzayinin

bir alt uzayidir.

% TEOREM 3.3

(BVP), :{L[y 1=/ . (BVP), :{L[y 1=/, ,
(BC)i(y)ZOLl-,(ZZI,Z) (BC)i(y):Biﬂ(l:Lz)

olsun. Eger y,, (BVP), nin bir ¢ziimii ise o zaman c¢,y, +c,y, fonksiyonu

. {L[y] —afi+el,
(BO),(y) =co, +ca,, (BO),(¥)=cB, +c,B,

sinir deger probleminin bir ¢oziimiidiir.
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ISPAT (Okuyucuya birakilmistir). %

« TEOREM 3.4 Herhangi bir homojen olmayan
(BVP):  Llyl=f, {(BO),(y)=a,, k=12} (aj+a;=0,f#0)
seklindeki bir sinir deger problemi, yart homojen bir sinir deger problemi (3.13)
veya (3.14) sekline doniistiiriilebilir.
ISPAT :
(i) Tip 1 sekline doniistiirme:

Y,» Lly]=f denkleminin bir 6zel ¢oziimii (bulunabilir), y nin de (BVP) nin bir

¢Oziimii oldugunu kabul edelim (sadece ¢6ziim oldugunu kabul ediyoruz, ne oldugunu
bilmiyoruz). O zaman u = y—y, alinirsa

Llu]=Lly-y,]=Lyl-Lly,]=f-f=0=L[u]=0.
Sinir sartlar lineer oldugundan (i=1,2) i¢in

(BC),(u) = (BC),(y=y,)
=(BC),(»)—=(BC),(y,)
=aQ,; —(BC),()’,,)

elde edilir. Boylece verilen (BVP), Tip 1 bigiminde
(3.18) Llu]=0, (BC),(u)=a,—(BO),(y,) =(xl.,, (i=12)
yar1 homojen sinir deger problemine doniistiiriilmiis olur.
(i1) Tip 2 sekline doniistiirme:
Bunun igin simir sartlarii saglayan (denklemi saglamasi gerekmiyor !) uygun bir
v (x) fonksiyonu bulmaliyiz, mesela bir polinom kolayca bulunabilir. y(x) fonksiyonu-
nun (BVP) nin bir ¢dzliimii oldugunu kabul edelim. u =y —y alinirsa
(3.19a) Lul=Llyl-Liy]=f-Liy]=F,
(3.190) (BC),(u) = (BC),(y—v) = (BC),(») ~ (BC),(y) =0

elde edilir. Bu da Tip 2 seklinde yar1 homojen bir sinir deger problemidir. &
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% TEOREM 3.5

_{L[y] =0
(BVP), :
(BC),(»)=0, (BC),(»)=0

homojen sinir deger problemini goz Oniine alalim. ¢,,¢, L[y]=0 homojen
denkleminin lineer bagimsiz herhangi iki ¢oziimii ve W = Ker(BVP), olsun.
Ayrica M matrisini

(3.20) M :|:(BC)1((P1) (Bc)l((Pz):|

(BC),(9,)  (BO),(9,)
olarak tanimlayalim. O zaman

dimW = nullity(M ) =2 —rank(M)
saglanir.

ISPAT: y=co,+c,p, homojen denklemin genel ¢dziimiidiir. Ikinci mertebeden

homojen bir lineer denklemin ¢6ziim uzayinin boyutunun 2 oldugunu biliyoruz. Bu uzay1
V ile gosterelim. W, V' uzaymin bir alt uzay1 oldugundan 0<dimW <dimV =2 oldugu

aciktir. Simdi ¢,,c, keyfi sabitlerini, » fonksiyonu sinir degerlerini saglayacak sekilde
se¢mek istiyoruz. Bunun i¢in

(BCO),(y) = ¢, (BO),(0)) +¢,(BO),(9,) =0, (i=1,2)

ya da matris formunda

{(chpl) (BC)l(%)}{cl } ) H
(BCY () (BO)(@y) ]| |0
sisteminin saglanmasi gerekir. Diger taraftan Lineer Cebirden biliyoruz ki ¢, Ax=0

seklindeki nxn bir lineer sistemin ¢dziim uzayin gosterirse, dim + rankd =n esitligi

saglanir. Dolayisiyla dimW = nullity(M ) =2 —rank(M) saglanir. &

J

s SONUC 3.5.1 detM =0 ise homojen sinir deger probleminin tek ¢6ziimii
y =0 ¢oziimiidiir.

< TEOREM 3.6
Liyl=f
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(BC),(y)=0a, (BC),(y)=a,
genel smir deger problemi
(1) detM =0 ise her f,a,,a, icin tek ¢dzlime sahiptir (¢6ziim var ve tek);

(i) detM =0 ise f,a,,0, degerlerine bagh olarak ya sonsuz sayida ¢oziime
sahiptir ya da hi¢ ¢oziime sahip degildir.

ISPAT: y=c@, +c,0, + Y, L[y]=f denkleminin genel ¢6ziimii olsun. Burada
¢,¢, keyfi sabitler, ¢,,¢, homojen denklemin lineer bagimsiz herhangi iki ¢oziimi, y,

de L[y]=f denkleminin 6zel bir ¢oziimiidiir. Genel ¢éziimiin simir sartlarin1 saglamasi
i¢in

(BC),(¥)=¢(BC),(9,) +¢,(BC),(9,) +(BO),(y,) =, (1=1,2)
sisteminin, ya da matris formunda

{(BC)I@I) (BC)I@Z)W } _ {al ~(BO),(v,) }

(3.21)
(BC),(0,) (BC),(0,) a, _(BC)Z(yp)

c

sisteminin saglanmas1 gerekir. Bu cebirsel lineer sistemin tek ¢éziime sahip olmasi igin
katsay1 matrisinin determinantinin sifirdan farkli olmasi gerekir, yani det M #0 olmasi
gerekir.

Teoremin ikinci kismi i¢in (3.21) lineer sistemini goz Oniine alalim. detM =0 ise,

bu sistemin, f,o,,a, degerlerine bagli olarak, ya sonsuz sayida ¢oziimii vardir ya da hig¢

¢Oziimil yoktur. Coziimiin f fonksiyonuna bagli olmasinin nedeni y, 6zel ¢dzimiinin

bu fonksiyona bagli olmasindan kaynaklanir.

Not: Ax =>b seklindeki bir cebirsel lineer denklem sisteminin ¢ézlimlere sahip ol-
mast i¢in gerekli ve yeterli sart b vektoriiniin (ya da siitun matrisinin) 4* z =0 sisteminin
tim ¢oziimlerine dik olmas1 gerekir. Burada A*, 4 matrisinin kompleks transpozudur.

Bu matrise 4 matrisinin adjointi denir. Eger yukaridaki diklik sart1 saglanirsa 4x =b
sisteminin genel ¢oziimii y =c,v, +c,v, +---+¢,v, +x, olarak verilir. Burada m<n, x,
Ax =b sisteminin 6zel bir ¢oziimi, y, =cyv, +¢,v, +---+¢,v, de Ax=0 homojen siste-
minin genel ¢ozlimiidiir.
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3.3 KARSILASTIRMA VE AYIRMA TEOREMLERI

Katsay1 fonksiyonlar1 a < x <5 araliginda stirekli olmak iizere
(3.25) a,(x)y"+a,(x)y +a,(x)y=0, (a<x<b)

lineer denklemini g6z oniine alalim. a <x<b i¢in a,(x)# 0 olsun.

s TEOREM 3.7 ( Sturm Ayirma Teoremi ) u(x) ve v(x) (3.25) denkleminin
[a,b] araliginda tanimli lineer bagimsiz herhangi iki ¢éziimii ise u# fonksiyonu-

nun herhangi iki ardigik kokii arasinda v fonksiyonunun tam olarak bir tane kokii
vardir.

ISPAT: u(x) fonksiyonunun [a,b] araligindaki ardisik kokleri x, <x, olsun.
(x,,x,) araliginda v(x) fonksiyonunun bir koke sahip oldugunu gostermek istiyoruz.
u ve v lineer bagimsiz olduklarindan bunlarin Wronsky determinant1 [a,b] araliginin ve
dolayisiyla [x,x,] araliginin hi¢bir noktasinda sifir olamaz, yani

Wlu,v](x) =u(x)v'(x) —v(x)u'(x) #0, xe[x,x,]

saglanir bu yiizden (x,,x,) araliginda isaret degistirmez. W[u,v](x) >0 kabul edelim.

Bu durumda, u(x,)=u(x,)=0 oldugundan
Wlu,vl(x)=—v(x)u'(x)>0 ve Wlu,v](x,)=—v(x,)u'(x,)>0

esitsizlikleri saglanir. u siirekli ve x,,x, bu fonksiyonun ardisik kokleri oldugundan u, x,
noktasinda artan ise x, noktasinda azalandir ya da tersi, yani.u'(x,)u'(x,) <0 saglanir.
u'(x,)>0ve u'(x,)<0 kabul edelim (tersi kabul edilirse de ayni sonuca ulagilir). Bu
durumda yukaridaki esitsizlikler v(x,) <0 ve v(x,) >0 olmasini gerektirir. Buradan da ,
v siirekli oldugundan, ara deger teoremine gore (x,,x,) araliginda u(c)=0 sartini sagla-

yan bir ¢ degeri vardir.

Yukaridaki islemlerde u ile v fonksiyonlar1 yer degistirirse v fonksiyonunun ardil
herhangi iki kokii arasinda « nun bir kokii oldugu ispatlanir. Bu da bize bu fonksiyonlar-
dan birinin ardil kokleri arasinda digerinin sadece bir kokii oldugu sonucunu verir. %

% TEOREM 3.8 L[y]=)"+p(x)y=0, (peC(Cla,bl, x,<€[a,b]) olsun. Eger ¢
bu denklemin @(x,)=0 sartin1 saglayan sifirdan farkli bir ¢éziimi ise ¢ , x,
noktasinda isaret degistirir.
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ISPAT: ¢ fonksiyonunun x, noktasinda isaret degistirmemesi igin ¢'(x,) =0 sarti-
n1 saglamasi gerekir; ¢iinkii aksi takdirde fonksiyon bu noktada ya artan ya da eksilen
olacagindan (bu durumda fonksiyonun grafigi x ekseninin altindan {istiine yada tersi soz
konusudur) isaret degistirmek zorundadir ve dolayisiyla ispat edilecek bir sey yoktur.

¢'(x,) =0 oldugunu kabul edelim: (bir ¢eligski bulmaya ¢alisacagiz)

O zaman ¢ fonksiyonu
{L[y] =0
Y(x)=0, y'(x)=0

baslangi¢c deger problemini saglar. Ancak varlik teklik teoremine gore bu problemin tek

¢Oziimli ¢(x)=0 ¢ozlimiidiir, bu ise c¢eliskidir ¢iinkii teoremin hipotezinde ¢ sifirdan
farkl1 bir ¢oziim olarak verilmisti. Dolayisiyla ¢'(x,) =0 olamaz. %

% TEOREM 3.9 ¢ ve y fonksiyonlar

(3.27) Liyl=y"+px)y=0, (pe(la,b], x,€[a,b])

homojen denkleminin ¢ (x,) =y (x,)=0 sartin1 saglayan herhangi iki ¢6ziimii
ise @ ve y lineer bagimlidir.

ISPAT:  u(x)=¢"(x, W (x)—@(xWw'(x,) seklinde tanimlana fonksiyon

{L[y]=0
(%) =0, ¥'(x)=0

baslangi¢c deger problemini saglar. Ancak bu denklemin tek ¢oziimii sifir ¢éziimii oldu-
gundan

u(x) =@ (W () =@ (W '(x)=0=3c#0 5> y (x) = P (x)

saglanir, yani fonksiyonlar lineer bagimlidir. &

< L[y]=0 DENKLEMININ COZUMLERININ KOKLERI
Yukarida (3.27) ile verilen
L[y]=y"+p(x)y=0

denklemini g6z oniine alalim. Bu denklemin herhangi bir sifirdan farkh ¢6ziimiiniin
koklerinin sayisini incelemek istiyoruz.
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Ozel Durum: p(x) = ¢ = sabit.

¢ =0 ise: Genel ¢oziim y =c¢,x + ¢, seklindedir.

ilir.
c=-0’<0, (a>0) ise: Genel ¢oziim y =c,e** +c,e™" seklindedir.

Bu durumda
1) {¢#0,¢c,=0}= y=ce™ #0 dolaystyla kok yok.

i) {c,#0,¢c,=0}= y=c,e™ #0 dolayisiyla kok yok.

iii) {c, #0,c, 0} = y=c,e" +c,e ™ =0= Be’** =1 seklinde yazilabilir.
Buradan bir ve yalnizca bir tane kok oldugu goriiliir.

Sonug: (b) durumunda, ¢6ziim en fazla 1 koke sahiptir.

c=a’>0 ise: Genel ¢dziim y = ¢, sinax—c,cosax seklindedir. Bu ¢oziim

2 2 .
p=+c +c, , ¢=pcosb, c,=psinbd

y=psin(ax—-0), (@ =arctan(c, /¢,) )

alinarak

seklinde yazilabilir.
Bu durumda her sabit 0 icin sonsuz sayida kok vardir, bu kokler
sinfox—-0)=0=ax-0 =kn, (keZ)

bagintisindan

X, = , kel

olarak elde edilir. Kokler arasindaki mesafe |xk+l - xk| =mn /o olarak bulunur.

TEOREM 3.10 [a,b] sinirh herhangi bir aralik ve y=0p(x)

11

Bu durumda denklemin sifirdan farkli herhangi bir ¢6ziimii en fazla 1 kdke sahip
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L, [y]1=y"+p(x)y"+q(x)y=0, ( p,qeC(a,b],R))

denkleminin sifirdan farkh herhangi bir ¢6ziimii olsun. O zaman ¢ , [a,b] arali-
ginda en fazla sonlu sayida kdke sahiptir.

ISPAT: Farz edelim ki ¢ [a,b]-araliginda sonsuz sayida kdke sahip olsun ve bu
kokler {x,,x,,x,,...} olsun. O zaman Bolzano-Weierstrass Teoremine gore (x,) dizisinin
bir x, — x, €[a,b] sartin1 saglayan bir alt dizisi (x, ) vardir.

¢(x,)=0 (VkeN) ve ¢ siirekli oldugundan ¢(x,) =0 saglanir.

Ayrica
(P!(xo): hm(P(x)_(P(xo)
X=X, x_xo
. 0(x, )= (x)
=lim—A—=
k—0 X ) _xo

n

0

oldugundan, ¢ (x,)=0¢'(x,) =0=¢(x) =0 (celiski). #

< TEOREM 3.11 ( Sturm Karsilastirma Teoremi I )
) p.p,eClab], p(x)<p,(x) Vxela,b] (p, = p,) ve
i) @,,0, swrasiyla
V'+p(0)y=0 ve y'+p,(x)y=0
denklemlerinin sifirdan farkli ¢6ziimleri olsun.

O zaman, @, fonksiyonunun [a,b] araligindaki herhangi iki kokii arasinda

®, nin en az bir kokii vardir.

ISPAT: ®, ¢oziimiiniin ardil iki kokii x, =c <x, =d , ve (c¢,d) arahiginda @,(x) >0
kabul edelim. @, bu aralikta negatif ise @, yerine —®, almarak ayni sonuca ulasilir.

@, fonksiyonun (c,d) araliginda koke sahip olmadigini varsayalim:
Bu durumda ya ®@,(x)>0 ya da ®,(x)>0 olmak zorundadir. ®,(x)>0 kabul
edip

W (x) = W[0,®,](x) =D, (x)®, (x)~D, (x)P, (x)
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fonksiyonunu goz oniine alalim. O zaman
W () =0, ()0, () =D, ()b, (c) = -0, ()P, (c)

saglanir. (¢,d) araliginda @ (x)>0, ®,(x)>0 oldugundan (Dl' (c)>0 ve ®,(c)=0
saglanir. Dolayistyla
W(c)<0

elde edilir. Aym sekilde W(d) hesaplanirsa
W(d)=0
olmasi gerektigi sonucu ortaya ¢ikar. Diger taraftan

W' (x) =D, (x)P, (x) =D (x)P,(x)
= (=P, ()DL ()P, (x) = (= p, ()P, (x))D, (x)
=(p(x) = P, ()P, (x)D,(x) <0

oldugundan W(x), (c,d) araliginda artmayan bir fonksiyondur. Ayrica W(x), (c,d)
araliginda, @ (x) >0, ®,(x)>0, Vxe(c,d) ve p, Z p, sartlarindan dolayi, sabit fonk-
siyon ve dolayisiyla sifir fonksiyonu da olamaz. Bu da acik¢a W(c)<0 ve W(d)=0
sartlar ile gelisir. Dolayisiyla @, (x), (c,d) araliginda hep pozitif ya da hep negatif ola-
maz; yani bu aralikta en az bir kdke sahip olmasi gerekir. &

% SONUC 3.11.1 0<m< p(x)<M, Vxe[a,b] olmak iizere, y=0(x)
V'+p(x)y=0, a<x<b
denkleminin sifirdan farkli herhangi bir ¢6ziimii olsun. O zaman
T
T

ii) Eger x, <x,, ¢(x) in ardisik iki kokii ise x, —x, > I saglanir.

M

1) @(x) uzunlugu > olan herhangi bir aralikta en az bir kdke sahiptir;

1) Kargilagtirma teoreminde p,(x)=m, p,(x)=p(x) alinmr ve »"+my=0
denkleminin kokleri dikkate alinirsa sonug elde edilir.

i) Karsilagtirma teoreminde p,(x) = p(x), p,(x)=M almir ve y"+My=0
denkleminin kokleri dikkate alinirsa sonug elde edilir.
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ORNEK 3.8

y=¢(x), y"+x’y=0 denkleminin sifirdan farkl1 bir ¢dziimii ise [l,5] araliginda
en az ve en ¢ok kag koke sahip olabilir?

Coziim: y"+a’y =0 denkleminin genel ¢dziimii y = ¢, sina.x—c, cosoux,

y=Asin(ax—B), (A= +ci,cosP=c/A, sinf=c,/A)

seklinde yazilabilir. Burada y = Asin(ax— ) ile y =sin(o.x — ) fonksiyonlarimin kok-

leri ayn1 oldugundan A =1 alabiliriz. Bu fonksiyonun kdkleri arasindaki mesafe m /o
dir.

p(x)=x", [1,5] araiginda m =min p(x)=1, M =max p(x)=25

degerlerine sahiptir. Yukaridaki ¢éziimde o = Jm =1 almirsa y=sin(x— ) elde edilir.
Bu fonksiyonun kokleri arasindaki mesafe m oldugundan [1,5] araliginda en az bir kdke
sahiptir. Dolayistyla karsilastirma teoremine gore ¢(x), [1,5]-araliginda en az bir koke
sahiptir.

Aym sekilde o = JM =5 alinirsa y=sin(5x - ) fonksiyonu elde edilir. Bu fonk-
siyonun kokleri arasmdaki mesafenin 7 /5 oldugunu biliyoruz. Ik kék x,=1 alinirsa
(bunun i¢in B uygun bir sekilde segilebilir), diger kokler sirasiyla

x =1+k=<5, k=12,.
5

esitsizligi saglanacak sekilde elde edilebilir. Burada esitsizligin saglanmasi i¢in £ en
fazla 6 degerini alabilir. Dolayisiyla y =sin(5x—f), [1,5]araliginda en fazla 7 tane kdke

sahiptir.
Sturm karsilastirma teoreminden ( p(x) = x> <25 oldugundan)¢(x) fonksiyonu [1,5]
araliginda en fazla [[4/(n /5)]] +1= [[20/71: ]]+1 =7 koke sahip olabilir.

Not: Genel olarak y =sin(dx—f3) fonksiyonu bir [a,b] araliginda en fazla H(b ; gl)]] +1
n

tane koke sahiptir. (Bunu ispatlayiniz.)

ORNEK 3.10

y"+e"y =0 denkleminin sifirdan farkli herhangi bir ¢(x) ¢oziimii [0,4] araliginda
en fazla ka¢ koke sahip olabilir.
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Coéziim: [0,4] arahiginda 1<e* <3* =81 saglandigindan, yukaridaki 6rnege benzer
sekilde islem yapilirsa, @ (x) fonksiyonunun bu aralikta en fazla

I[ 4 ]|+1=|[§ﬂ+1=12
(m/9) T

tane koke sahip olabilecegi goriiliir.

ORNEK 3.11
Y+ +1)y=0, (L eR)

y(0)=0, y'(0)=1

baslangi¢ deger probleminin ¢oziimii her A degeri i¢in vardir ve tektir. Bu ¢oziimii A de-
gerine bagli olarak y =@ (x;A) ile gosterelim. Bu fonksiyonun A ya gore siirekli oldugu

gosterilebilir. Baslangic sartindan y =@ (0;A) =0, VA € R oldugunu biliyoruz; dolayisiy-
la x, =0 her A i¢in bir koktiir.

Simdi A, <A, olmak iizere,

0=x,<x, <X,...,p(x;A,) fonksiyonunun ardigik kokleri,
0=2z,<2z <z,..,0(x;A,) fonksiyonunun ardisik kokleri

olsun. O zaman karsilastirma teoremine gore
X, <z
saglanir.
« TEOREM 3.12 A reel bir parametre olmak iizere,

V'+(p(x)+A1)y=0, (A eR, peC([0,6],R))
y(0)=0, y'(0)=1
baslangi¢ deger problemini goz Oniine alalim. y =@ (x;A) bu baslangic deger
probleminin ¢6ziimii, (0,e], 0 <& <5 herhangi bir aralik olsun. O zaman 0yle bir

p sayist vardir ki,

A 2> u = o(x;A) fonksiyonu (0,e] araliginda en az bir kdke sahiptir.

ISPAT: [0,b] arahgmda p, < p(x)< p, olsun. A
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p(X)+A=py+L>a’
sartin1 saglayacak sekilde segilebilir. Simdi
" 2
y'+o'y=0

denkleminin y =sinox ¢Oziiminii géz Oniine alalim. Bu fonksiyonun kokleri
0,7 /a, 2n /a,... oldugundan kokler arasindaki mesafe @ /o ya esittir. a keyfi olarak
secilebileceginden, (r /o) <& olacak sekilde alabiliriz.

Karsilastirma teoremine gore o nin (dolayisiyla A nin) yukaridaki sec¢imi ile
y=0(x;\) ¢oziimii (0,e]araliginda en az bir koke sahiptir. Boylece ispat tamamlanmis
olur. &

<% YARDIMCI TEOREM 3.2
y=0(x;1)

Y'+(p(x)+1)y=0, (AeR, peC(0,n],R))
y(0)=0, »'(0)=1

baslangi¢c deger probleminin bir ¢6ziimii olsun. O zaman (baslangi¢ noktasinin
bir komsulugunda)

0 (x;1) ve o (x;))
OA ox

kismi tiirevleri vardir ve (her iki degiskene gore de) siireklidir.

s TEOREM 3.14 )\ bir parametre olmak iizere, y =@ (x;\)

Y'+(p(x)+1)y=0, (AeR, peC(0,n],R))
»(0)=0, »'(0)=1

baslangi¢ deger probleminin bir ¢6ziimii olsun. O zaman @ (n;A) =0 sartini sag-
layan en az bir A degeri vardir.

ISPAT: Eger A yeteri kadar biiyiik alinirsa, mesela

o+ poze’ >0, (p,=minp(x))
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sartin1 saglayacak sekilde alinirsa, karsilastirma teoremine gore, @ (x;A) sonsuz sayida

koke sahiptir. Bu kokler, negatif olanlar bir kenara birakilirsa, x, (1)
0=x,(A) <x;(A) <xy(A)<---

seklinde siralanabilir. @(x;A) ¢ozimiinin baslangi¢c degerlerini saglamasi gerektiginden,
ilk kok x,(A) =0 dir. Dolayisiyla ilk pozitif kok x,(A) dir.

Simdi yeteri kadar biiyiik A, <A, degerlerini géz 6niine alalim; dyle ki @(x;2,)
sonsuz sayida koke sahip olsun. O zaman, karsilastirma teoremine gore, x,(A,)> x,(A,)
saglanir. Dolayisiyla x,(A), A degiskenine gore azalan bir fonksiyondur. Yani A biiyii-
diikge ilk pozitif kok sifira yaklasir. Bagka bir deyisle %11}2 x,(A) =0 saglanir.

< x,(1) siireklidir: (Ispat igin kapali (implicit) fonksiyon teoremini kullanacagiz.)
A=A, alalm oyle ki x,(%,), ¢(x;2,) fonksiyonunun ilk pozitif koki olsun.
Simdi ¢(x;A) =0 esitligini géz oniine alalim. Bu esitligi saglayan bir (x,A) cifti
vardir. Bunlardan bir tanesi (x,(,),A,) ¢iftidir. Ayrica varlik teklik teoremine
gore @ (x,(A,);A,)#0 oldugundan kapali fonksiyon teoremine gore A, nokta-
smnin bir agik komsulugunda siirekli hatta tiirevlenebilir bir x = x,(A) fonksiyonu
vardir.

% x(u,)>mn olacak sekilde bir A =, degeri vardir. (Ni¢in?)

Yukaridaki bilgiler 1s18inda, p, <y, olmak tizere x,(p,)>mn ve x,(u,)<m sartla-
rim saglayan p,,un, degerleri vardir. Dolayisiyla, x,(A) siirekli oldugundan x,(A,)=m
sartin1 saglayan bir A, € (1, ,) degeri vardir. Boylece ispat tamamlanir. &

< TEOREM 3.15 y=¢(x;A)

V' +(p(x)+1)y =0, (L eR, peC([0,n],R))
y(0)=0, y'(0)=1

baslangi¢ deger probleminin bir ¢6ziimii olsun. O zaman @ (n;A) =0 sartini sag-
layan sayilabilir sonsuz sayida A, <A, <---<A, <--- degeri vardir.

ISPAT: Teorem 3.14 den ¢ (n;1)=0 sartin1 saglayan en az bir A, degeri vardir. 2,
bu sart1 saglayan en kiigiik deger olsun. @(x;A,) sonsuz sayida koke sahip oldugundan
bu fonksiyonun diger kokleri m den biiyiik olacaktir. Bu yiizden eger x,(A,), @ (x;A,) nin
i ninci kokinid gosterirse, kokler
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0=x(A) <x;(A) =1 <x3(A)-+

seklinde siralanabilir.
Sturm karsilastirma teoremine gore p > A, alinirsa x,(p) <7 saglanir. x,(p) stirekli

ve azalan bir fonksiyon oldugundan ( ki bunu Teorem 3.14 iin ispat1 icinde gdstermistik )
max x, (1) =x,(A,) saglanir. Eger p artirtlirsa x,(p,) <m ve ¢(x;u) niin ikinci pozitif
=]

kokii x,(p,)>m olacak sekilde bir n, > 2, bulunabilir. x,(p) siirekli oldugundan (Teo-
rem 3.14 deki sekilde gosterilebilir), x,(A,) =n olacak sekilde bir p = A, > A, vardir.

Ayni sekilde devam edilirse
xj(kj) =n, j=1,2,3,..

olacak seklinde sayilabilir sonsuz sayida A, <A, <A, <--- degeri bulunabilir. %
s TEOREM 3.16 (Priifer) y=u(x) fonksiyonu

(3.29) 4 p02 |+ goy=o

denkleminin sifirdan farkli bir ¢6ziimii ise
(3.30) px)u'(x)=p(x)cosp(x),  u(x)=p(x)cosp(x)
degisken degisikligi (3.29) denklemini

!

1 2 2
@ =—cCos @ +gsin @
(3.31
;o1 .
p =(;—q)psm<p Cos®

sistemine doniistiiriir.

ISPAT: (3.30) esitliklerinden

(3.32) p=\ul+pu?, o= arctan[ilj

pu

elde edilir. Bu esitliklerin x e gore tiirevleri alinir ve u nun diferansiyel denklemin ¢6zii-
mii oldugu dikkate alinirsa teoremin sonucu elde edilir. &

% SONUC 3.16.1
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(3.29) denkleminde p, p’,q € C[a,b] ve p(x)>0 Vx e[a,b] olsun. Bu durumda
eger y =u(x) denklemin sifirdan farkli bir ¢dzlim ise

u(x))=0<sine(x)=0=0¢(x)=kn, keZ

saglanir. &

s TEOREM 3.17 y=u(x) fonksiyonu

d d ,
_|:p(x)_y:|+q(x)y=09 p,p aqEC[a:b]a p(x)>0 vxe[aab]
dx dx

denkleminin sifirdan farkli bir ¢6ziimii olsun. u(x) fonksiyonu [a,b] araliginda
tam olarak n (n>1) tane koke sahip olsun ve bu kokler x, <x, <---<x, seklin-
de siralanmis olsun. O zaman (3.32) de tanimlanan ¢(x) fonksiyonu

> km, <x<b
() %=X (k=1,2,.n)
<hkm, asx<x,

ozelliklerini saglar.

ISPAT: Sonug 3.16.1 den x = x,x,,...,x, noktalarinda ¢ (x)=0 saglanir. Ayrica bu
noktalarda (3.31) den dolay1 ¢'(x) =1/ p(x) >0 oldugundan ¢(x) her bir x, noktasinin
bir komgulugunda artan bir fonksiyondur. Bu yiizden eger bir X €[a,b] i¢in ¢ (X) > nn
saglanirsa o zaman @ (x)>nn Vx € (X,b] saglanir. Ayni sekilde, eger ¢ (X) <nn sagla-
nirsa o zaman @ (x) <nn Vx€[a,X) saglanir. &

% TANIM 3.5 ( Dini Tiirevleri)

D" f(x)= lim supw . D.f(x)=lim infw

SN = liming LEED =S
h ’ B h—0"

D f(x)=limsup P

Eger fonksiyonun sag(dan) tiirevi f+' (x) varsa

D f(x)=D,f(x)=f,(x)

saglanir. Ayn1 durum soldan tiirev i¢in de gegerlidir, yani. f ' (x) varsa,
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D f(x)=D_f(x)=f (x)

saglanir.,

®
0.0

TEOREM 3.18 u(x) ve v(x) fonksiyonlar: bir [x,,b) araliginda siirekli ve bu
aralikta asagidaki sartlarini saglayan herhangi iki fonksiyon olsun.

) Du(x)< g(x,u(x))
i)  D,v(x)>g(x,v(x))
i) u(x,) <v(x,)

O zaman

u(x)<v(x), Vxelxy,b)
saglanir.

Yukaridaki (i), (ii), (iii) esitsizliklerdeki D, , D" ile degistirilirse yine ayni

sonug gecerlidir. &

TEOREM 3.19 Eger Teorem 3.18 deki g(x,y) fonksiyonu siirekli ve bir

Lipschitz sartin1 saglarsa o zaman teoremin (ii) inci sartindaki esitsizlik isareti
> ile degistirilebilir. &

TEOREM 3.20 (Sturm Karsilastirma Teoremi II)

4@ aer=0. 0@ ]hgmp
6359 SpeL a0 L] samy=o

diferansiyel denklemleri i¢in asagidaki 5 sart saglanirsa
1) p.p241-9, €Cla,bl;
i) 0<p, ()< p(x), q,(x)2q,(x);
iil) u,(x) ve u,(x) swrastyla yukaridaki denklemlerin sifirdan farkli ¢dzlimleri;

py(@)uy(a) _ p(@ui(a)

M Te@ o w@

v)  u,(x) [a,b] aralifinda tam olarak » tane x, <x,---<x, koklerine sahip;
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0 zaman u,(x) fonksiyonu (a,x,]araliginda en az n tane koke sahiptir.

ISPAT: Her iki denklem igin Priifer doniisiimleri yapilirsa

' 1 .

(3.36) ¢ = (%) cos’ @, +¢,(x)sin’ @, ,

1
(3.37) <p;=p1( 050, + 4, (x)sin’ o,

2
3.38 (x) =arctan ﬂ , 0<op.<m, =12
( ?; , ?;

pi(xX)u; (x)

elde edilir. (iv) sartindan

0<¢,(a)<@,(a)<m
saglanir. Simdi, eger

Si(x,0)= cos’ @ +¢q,(x)sing, i=12

1

olarak tamimlanirsa

L(60) < f,(x,0), Vxela,b]

esitsizliginin saglandigi kolayca goriiliir. Ayrica bu fonksiyonlarin her biri ¢ ye gore
Lipschitz sartin1 saglar, dolayisiyla (3.37) denkleminin (a,¢,(a)) noktasindan gecen
¢ozlimi vardir ve tektir, ayni sekilde (3.38) denkleminin (a,¢,(a))noktasindan gegen
¢Oziimii vardir ve tektir. Yukaridaki bilgiler ve Teorem(3.15) kullanilirsa

(P1’ = f1(xa(P1)a

0, = /,(x.0,), — 0, (x)<,(x) Vxela,b]
¢,(a)<0,(a),
S1(x,0) < f,(x,0), Vxela,b]

elde edilir. Dolayisiyla @,(x,)=nt = ¢,(x,) 2 nt saglanir. Teorem (3.*) uygulanirsa
ispat tamamlanir. &

% SONUC 3.20.1 Teorem (3.16) da (i), (ii) ve (iii) saglanirsa u,(x) ¢Oziimiiniin
herhangi iki kokii arasinda u,(x) fonksiyonunun en az bir kokii vardir.
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