BOLUM |
GENEL TANIMLAR VE TEOREMLER

1.1 GIRiS

Bu boliimde kitabin akisi iginde gerekli olacagi diisiiniilen bazi tanimlar ve teoremler
verilmistir. Bu tanimlardan ve teoremlerden bazilarim1 daha 6nceden biliyor olabilirsiniz,
ancak yine de hatirlatmakta yarar oldugunu diisiiniiyorum. Genelde, teoremlerin ispatlari
verilmemistir, bunun nedeni bunlarin analiz derslerinde ispat edilmis ya da ispat edilmesi
gerektigi icindir. Kaldi ki baz1 teoremlerin ispat1 bu kitabin seviyesinin tizerindedir; 6rnek
olarak Lebesgue integrali ve 6l¢iim ile ilgili teoremler ve sonuglar ileri seviyede analiz
bilgisi gerektirmektedir. Burada esas ama¢ okuyucunun gerektiginde bu teoremlerden
yararlanmasi ya da en azindan bunlardan haberdar olmasidir.

1.2 GENEL TANIMLAR VE TEOREMLER
TANIM 1.1 METRIK ve METRIK UZAY]I

E bos olmayan bir kiime olsun. Asagidaki sartlari saglayan p : ExE — R
fonksiyonuna bir metrik (ya da uzaklik fonksiyonu ) denir.

i) plz,y) >0, ve z =y & p(z,y) =0
it) p(z,y) = p(z,y), Vz,y € B
ii) p(z,y) < p(z,2) + p(zy), Vz,y,2 € E.

E, lizerinde tanimlanan bu p metrigi ile beraber bir metrik uzay olusturur. Uzerinde
hangi metrigin tanimlanmis oldugunu belirtmek amaciyla gogunlukla (E, p)cifti ile
gosterilir.

Ornek1.1 F =R veya F = C olsun. E = F" kiimesi tizerinde

(11) p(x,y) = m’axlxi - yil? T = (xlaxb“'vl‘n)a Yy = (y17y27"'7yn) € E

1<i<n
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olarak tanimlanan fonksiyon bir metriktir. Bunun metrik oldugunu gosteriniz.

Ornek 1.2 E = F™ kiumesi Uizerinde

(12) pley) = {30 Jay — P}

bir metriktir.

Ornek 1.3 E = C(AF) = {f|f:A — F siirekli} strekli fonksiyonlar kimesi
Uzerinde

(1.3) p(f,g9) = sup |f(z)— g(x)]

ze A

seklinde bir metrik tanimlayabiliriz. Bunun metrik oldugunu gosteriniz.

Ornek 1.4 C([a,b],R) = {f|f : [a,b] — R siirekli} strekli fonksiyonlar kiimesi
uzerinde

b
(1.4) olf9) = [ | f(@) = g() | do

seklinde tanimlanan fonksiyonun metrik oldugunu gdsteriniz.

Ornek 1.5 Pargali siirekli fonksiyonlar kiimesi
(1.5) E = C,([a,b],R) = {f‘f i [a,b] — R, f parcal® siirekli}

tizerinde, (1.4) de tanimlanan fonksiyon metrik degildir. ( Nedenini aciklayiniz ).

TANIM 1.2 YARI METRIK

Egerp, Tanim 1.1 deki sartlarin p(f,g9) = 0 = f = g sart1 diginda tiimiini
saglarsa o zaman p Yya yar1 metrik denir.

Ornek olarak, yukarida bahsedilen, pargali siirekli fonksiyonlar kiimesi {izerinde
tanimlanan



§ BOLUM 1 GENEL TANIMLAR VE TEOREMLER 3

b
p(f,9) = f|f($) — g(z)|dx

seklinde tanimlanan fonksiyon bir yar1 metriktir. Nedenini agiklayiniz.
TANIM 1.3 VEKTOR UZAY

V bir kime, F bir cisim olsun. Eger V, iizerinde tanimlanan & : V xV — V ve
® : F xV — V islemlerine gore agsagidaki sartlar1 saglarsa [F iizerinde tanimli bir
vektor uzay1 oldugu sdylenir ve yaygin olarak V/(IF) seklinde gosterilir:

A) Her z,y,z € V igin, & (toplama olarak isimlendirilir ) asagidaki sartlar1 saglar
) z0y=ydz
i) 0@y e2)=(dy &2
i) 30eVs{za0=2z,VzeV}

iv)
Her z € V igin, = @ (—z) = 0 sartimu saglayan bir —z € V eleman1 vardir.

B) Her z,y,2 € V ve her a, 8 € F igin, ® ( ¢arpma) agagidaki sartlar1 saglar
) (f)@zr=a0 (1)
i) a®@@dy) =(a®z)d(a®y)
i) cdpB)er=>(@22)d (B 1)
iv) 1®z =z (l:cismin ¢arpmaya gore etkisiz elemant)

Bu tanimda 0 ( toplamaya gore etkisiz eleman ) ve her bir x elemanina karsilik gelen -x
(x in toplamaya gore tersi ) elemanlarinin tek olmasi gerekir.

NOT: Biz bu kitapta F = R veya F = C alacagiz.

Ornek 1.6 V = F" Uzerinde 2 = (21,%y,...,7,),y = (1,%s,...,¥,) € F" gibi herhangi
iki elemanin toplam
z D Yy = (‘Tl + Y1, L2 + Y25y Ty + y’n)

ve V deki herhangi bir elemanin skalarla ¢carpimi (yani ' cisminin elemanlart ile )
a®z = (ax,ary,...,ax,)
olarak tanimlanirsa F"(F) bir vektor uzay: olur.

Problem 1.1 C"(R), Q"(Q) ve R"(Q) niin Ornek 1.6’da tanimlanan geleneksel

toplama ve skalarla carpma ile vektor uzay1 olduklarini gosteriniz.
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Ornek 1.7 E = {f|f : A — F"} kiimesi tzerinde, herhangi iki eleman f,¢ € E icin

(f®9)(x) = f(z)+ g(z), VzeA
(a® f)(z) = af(z), Va € F,Vz € A

olarak tanimlanirsa E(F) bir vektor uzay: olur.

TANIM 1.4 NORM ve NORMLU UZAY

E, Fcismi {izerinde bir vektor uzayi, ( biz burada F= R veya F = C alacagiz),

“ . H : E — R asagidaki sartlar1 saglayan bir fonksiyon olsun

N1l) z=0=uz1>0, velzi=0<2=0
N2) azin =1alizi, Va € F,Vz € E
N3) Jlz +yll <wazu+|yll, Vo,y € E (liggen esitsizligi)

Bu durumda ” . ” fonksiyonuna E kiimesi tizerinde tanimlanmus bir norm, zerinde bu

sekilde bir norm tanimlanan E kiimesine de normlu uzay denir ve ( E, “ : “ ) seklinde
gosterilir.

Bir kiime tizerinde birden ¢ok norm tanimlanabilir. Ayrica, p(z,y) = |2 — y| bir
metrik oldugundan, her normlu uzay aym zamanda bir metrik uzaydir.

Problem 1.2 (E, p) bir metrik uzay1 olsun. p hangi sartlar1 saglarsa bu uzay ayni
zamanda bir normlu uzay olur.

Ornek 1.8 F"(F) vektdr uzayi iizerinde asagidaki fonksiyonlar birer normdur.

i) 12 lloo :max{|w1|,|x2|,...,|xn|}

n
i) hzi = lekl
k=1

n 1/2
iii) izl = Vz'z = {lekﬁ} (Euclid ( Oklid ) normu )
k=1

Ornek1.9 ¢ = {(an)
Uzerinde

(a,): N = F, |a,| <M < oo,Vn € N} siirlt diziler uzay1
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(1.6) IZllo = supla,|, = = (a,)

n

ile tamimlanan fonksiyon bir normdur. Bu norm ayni1 zamanda uzayin kendisini
tanmimlamakta kullanilir.

Ornek 1.10 ¢, = {(:Bn) ‘ 220:1 |z, | < oo} uzayi tizerinde

(1.7) lzi =Y |z,
n=1

oo

bir normdur. Ayni sekilde ¢, = {(xn) ‘ {Z |z, |? }l/p < oo}, 2<p<

n=1

uzaylari lizerinde asagidaki sekilde tanimlanan fonksiyon normdur.

(1.8) Iz, = {Z:;l |z, P }1/,,

.. b
Ornek 111 L,[a,8] = {f‘f 0] = B, [ @ do < oo},l < p < oo uzaylar

Uzerinde

b 1/p
(1.9) I1£1, = [ [lr@r dx]

seklinde tanimlanan fonksiyon norm degildir. Buradaki integral Lebesgue anlamindadir.
Bununla beraber bu fonksiyon L,[a,b]iizerinde denklik simflar olusturulur ve 6lgiim

kavrami dikkate alinirsa bir norm olur. Bu konular bu kitabin seviyesinin tizerindedir.

TANIM 1.5 BIR DIZININ YIGILMA NOKTASI

(E, p) bir metrik uzay, (z,) elemanlar1 E kiimesinden alinan bir dizi olsun.

x, (z,) dizisinin bir yigilma noktasidir
& Ve >0veVN igindn > N 3 p(z,,z) < €

Bu tanimdan su sonuca varilabilir: Eger x dizinin bir yi1gilma noktas1 ise bu noktanin
her agik komsulugu dizinin sonsuz sayida elemanini igerir.

Ornek olarak z, = (—1)" dizisinin y181lma noktalari 1 ve —1 noktalaridir.
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TANIM 1.6 YAKINSAK DizZi

a) (E,p) bir metrik uzay, (z,) elemanlar1 E kiimesinden alinan bir dizi olsun.
z, — ¢ < Ve >0, IN 9{n2N:>p(xn,a:)<5}
b) (E, || : ||) bir normlu uzay, (»,) elemanlar1 E kiimesinden alinan bir dizi olsun.

z, — ¢ < Ve >0, IN 9{n2N¢||$nf:r||<€}

Yukaridaki tammlardan kolayca goriiliir ki, bir dizinin yakinsak olmasi i¢in gerekli
sart dizinin tek bir y1g1lma noktasina sahip olmasidir. Herhangi bir dizinin limiti, aym
zamanda o dizinin bir y1gilma noktasidir.

TANIM 1.7 CAUCHY Dizisi

i) (z,) Cauchy dizisidir(metrik uzayda) < Ve > 0, IN > {n,m >N = p(z,,2,) < 8}

i) (z,) Cauchy dizisidir(normlu uzayda) < Ve > 0, AN > {n,m >N =z, —z,l < 5}

Not: 1.7 (i, ii) tammlarinda N sayis1 genelde verilen (ya da alinan) ¢ sayisina baglidir.

Problem 1.2 Bir metrik (veya normlu) uzayda herhangi bir yakinsak dizinin Cauchy
dizisi oldugunu gosteriniz.

TANIM 1.8 TAM METRIK UZAY ve TAM NORMLU UZAY

i) (E,p) uzayi tamdir< Her Cauchy dizisi (z,) C E yakinsaktir ve limiti E dedir.
i) (E, “ : ”) uzayl tamdir < Her Cauchy dizisi (z,) C E yakmsaktir ve limiti E dedir.

Eger bir normlu uzay tam ise Banach uzayi olarak isimlendirilir.

TANIM 1.9 DENK NORMLAR

H . Hl ve H . H2 bir E vektor uzay lizerinde tanimli iki norm olsun. O zaman

“ ) “1 ve “ ) ”2 normlar1 denktir < 3k, K € RT 5 kizle <z < Klzle,Vr € E.
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TEOREM 1.1. R"™iizerinde taniml1 tim normlar birbirine denktir.

Problem 1.4 R" lzerinde

n n 2
121l o = maxlizl, Izl = § |z |, Nzn2 = 5 |z, |
i k=1 k=1

normlarinin denk olduklarini gdsteriniz.

1/2

TANIM 1.10 KOMPAKT KUME (metrik uzaylarda)

(E p) bir tam metrik uzay ve F ¢ E olsun. F nin kompakt olmasi igin gerekli ve

yeterli sart, elemanlar1 F den alinan her sinirh dizinin F iginde bir noktaya yakinsayan alt
dizisinin olmasidir.

TEOREM 1.2. R" veya C"de bir kiimenin kompakt olmasi i¢in gerekli ve yeterli sart

0 kiimenin kapal ve sinirl olmasidir.

TEOREM 1.3. (E p) bir tam metrik uzay ve F ¢ E kompakt bir alt kime ise, (F,p) da
tam metrik uzaydir.

Ornek 1.12 Reel sayilar kiimesi R, p(z,y) = |z — y| metrigi ile tamdir. Diger taraftan

rasyonel sayilar kiimesi Q , ayni1 metrik ile tam degildir; ¢linkii z, = (1 + 1/n)" Cauchy
dizisinin her eleman1 rasyonel say1 olmasina ragmen dizinin limiti rasyonel degildir.

Problem 1.5 E = R ve p(z,y) = |z — y|, p,(z,y) = |arctan z — arctan y| olarak

tanimlaniyor. {x"

z, €ER, n =0, 1,...}dizisi bu metriklerden hangisine gére Cauchy
dizisidir.

TANIM 1.11 ACIK KUME

A acik bir kimedir< Va € Aigin 3r > 0 5 B,(a) C A.

Burada B,.(a) = {z|p(z,a) < r}={merkezia, yarigapt r olan top}.

TANIM 1.13 BIR KUMENIN TAMLAYANI

A CE olsun. A (veya NA)Z{$‘I€EU€I¢A}.
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TANIM 1.14 KAPALI KUME

A kapal bir kiimedir < A acik bir kiimedir.

TANIM 1.16 BIR KUMENIN KAPANISI

A= A kiimesinin kapanisi
= {Elemanlar1 A dan alinan tiim stmirh dizilerin yigilma (limit) noktalar1 }.

Bu tanim kullanilarak kapali kiime ve yogun kiimenin tanimi
a) A kapah bir kimedire A = A.

b) ACE, E nin yogun bir alt kiimesidir = A = E
olarak ifade edilebilir.Buradaki (b) ifadesi asagidaki sekilde de ifade edilebilir:

A, E ninyogun bir alt kimesidir < Vz € Eve Ve > 0 i¢in Ja € A 5 p(a,x) < ¢

Ornek olarak rasyonel sayilar kiimesi , reel sayilar kiimesinin yogun bir alt kiimesidir.
Ciinkii herhangi bir reel sayiya rasyonel sayilar tarafindan istenildigi kadar yaklasilabilir

TANIM 1.17 IC CARPIM ve IC CARPIM UZAYI

E (F) bir vektor uzayi, {.,.) : E — F asagidaki sartlar1 saglayan bir fonksiyon olsun.

11) (az,y) = aly,z), Va € F, Vz,y € E
12) (z,y) = (y,z), Vr,y € E

13) (z+y,z2)={z,2)+{y,2), Vz,y,2 € B
14) z2=0=(z,2)>0, {z,2)=0=z=0

Bu durumda (E, <.,.)) ye bir i¢ ¢arpim uzayu, (.,.)ye de E iizerinde tanimlanmis bir i¢
carpim denir. Bir kiime izerinde birden ¢ok i¢ ¢arpim tanimlanabilir.

Ornek1.13 E=R", F =R, (z,y)=2"y =D 2,y

k=1

Ornek1.14 E=C", F=C, (z,y) =yTz =@z = Zxkﬂk
=1

Ornek 1.15 E = {f‘f :R — T, j;bw(a:)|f(:1:)|da: < oco,w(z) > 0,a,b € ]R}.

Buradaki w(z) fonksiyonuna agirlik fonksiyonu denir. E-kiimesi tizerinde
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(1.10) (£ = [w(@) f(@) o) dn, F =R
b

(1.12) (f,9) = fw(x)f(x) g(z)dz, F=C
a

seklinde i¢ carpimlar tanimlayabiliriz.

TEOREM 1.4. Bir i¢ ¢arpim uzay1 iizerinde tanimlanan iz = /{z,z) bir normdur. Bu
sekilde tanimlanan norma o i¢ ¢arpim uzayinin degal normu denir. Bu bize, herhangi bir
i¢ carpim uzayinin ayni zamanda normlu bir uzay oldugunu (yapilabilecegini ) gosterir.

TANIM 1.18 HILBERT UZAYI

Bir (E, (.,.))i¢ ¢arpim uzay1 nzn = /{z,z) normuna gbre tam ise tam i¢ ¢arpim
uzay1 ya da Hilbert uzay denir.

Sonlu boyutlu her i¢ ¢arpim uzay1 Hilbert uzayidir. Nedenini agiklayiniz.
F" () uzay1 iizerinde uygun bir i¢ ¢carpim tanimlayarak elde edilen i¢ carpim uzayinin bir

Hilbert uzay1 oldugunu gosteriniz.

TANIM 1.19 ORTOGONAL ( DIK ) VEKTORLER

(E, (.,.)) bir i¢c carpim uzayive f,g € E olsun. O zaman
(1.13) fLge(fg=0.

Ornek olarak, (1.10) da tanimlanan i¢ ¢arpima gére, w(z) = 1, a = —1,b = lalmirsa,

f(z) = 1ve g(z) = z fonksiyonlar birbirine diktir, ¢iinkii i¢ carpimlar sifira esittir.

TANIM 1.20 ORTOGONAL / ORTONORMAL KUME

E herhangi bir i¢ carpim uzayi olsun.. Elemanlar1 E kiimesinden alinan ve her
n = 0,1,2,...} kiimesine

m = n igin, (f,,f,) = 0 sartin1 saglayan herhangi bir { .

ortogonal kiime (dik kiime) denir. Her bir elemaninin normu bire esit olan ortogonal
kiimeye ise ortonormal kime ( birim dik kime) denir.

TANIM 1.21 C™(A,B) UZAYI

C(A,B) = {f\f : A — B siirekli },
cm(a,B) =1 f‘ f:A— B, f" sirekli, m € N}
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Ornek 1.16 E =C"([a,b], R). Bu kiime ¢ogunlukla C™([a,b]) Veya C™[a,b] seklinde

gosterilir. Bu kiime Gzerinde (f,g) = fbw(x)f(a:)g(:c)d;z; i¢ carpimi tanimlanabilir.

a

Ornek 1.17 E=C"([a,b],C). Bu kiime tizerinde

b
(1.14) (f.9) = [ w@)f@) g(v) do
bir i¢ ¢arpimdir. Bunu gosteriniz. ( Burada w(z) > 0 agirlik fonksiyonudur).

Problem 1.6 <cosnxz 32, fonksiyonlar dizisinin [0, w] -araliginda ortogonal bir kiime

olusturdugunu gosteriniz. Dizi ortonormal midir? ( agirlik fonksiyonu w(x)=1 alinacak) .
Problem 1.7 {cos(an)‘ L>0n=12 3,...} kiimesi hangi aralikta ortogonaldir.

Kiimenin ortonormal olmasi i¢in kiimenin elemanlari1 hangi sayilarla ¢arpilmalidir?

TANIM 1.22 FONKSIYONLARIN SUREKLILIGI

f:(X,p) — (Y,0), A c Xolsun. O zaman

i) f,xzy € Adasureklidir

A {In — Ty = f(xn) - f(xO)}
& Ve > 0 dgin 36 > 0 5 {p(z,79) < 6 = o(f(x), f(xy)) < €}

Eger f her x; € A icin surekli ise, A kimesi Gzerinde sureklidir denir.

i) f, Akimesi Gizerinde duzgln sureklidir

& Ve > 0dgin 36 > 0 2 {z,y € A ve p(z,y) < 6 = o(f(z),f(y)) < €}

TANIM 1.24 NOKTASAL YAKINSAKLIK

(B,c) bir metrik uzay ve {f,

1, (4,p) = (B,o), n = 0,1, 2,...}olsun. Eger her
7y € A igin, {f,(z),n = 0,1,2,...} dizisi yakinsak ise, { f,(z)}°, fonksiyonlar dizisinin
A kilimesi Uzerinde noktasal yakinsadigi sdylenir.

TANIM 1.25 NORMLU UZAYLARDA YAKINSAKLIK
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( E, H H ) birnormluuzay, A ¢ E ve f, : A — F"bir fonksiyonlar dizisi olsun. O
zaman

1) f. — f A iizerinde noktasal yakinsak < her z, € A igin klim | fi(zo) — flz)| =0
i) f. — f A kiimesi iizerinde dlizgin yakinsak < klim Ifi — flly, =0 ™

* Bu tanimda diizgiin yakinsaklik i¢in norm | f|, = sup||f(z)| olarak alinacaktur.
z€A

Problem 1.8 {fn [fu(z) = 2", n = 0,1, 2,...}dizisinin [0, 1]-araliginda noktasal

yakinsak fakat diizgiin yakinsak olmadigini gosteriniz.
£1= 1oy = ma | £(z)]alinacak.

TANIM 1.26 KUVVET SERILERI

(1.15) > c.(z — x,)" seklindeki bir seriye kuvvet serisi denir.

n=0

TANIM 1.27 FONKSIYON SERILERI

oo

(1.16) Z c,f.(z) seklindeki bir seriye fonksiyonlar serisi denir.

n=0

TANIM 1.28 TAYLOR SERISI

o - f<")(330)
N n!

1.17) feC®F,F)ise, f(x)

(z — )"
n=0

serisine f(x) fonksiyonun z, noktasindaki Taylor seri a¢cilimi denir.

TEOREM 1.5 f e C"*Y(R,R) olsun. O zaman z, ile = arasinda asagidaki esitligi
saglayan bir £ sayis1 vardir

(1.18) f(z) = P(z) + R,(z)
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n (k) T n+1
o) = 351 )

k=0

(z — z

-z k ) = (n+1)
( 0)7 Rn( ) f (5) (n+1)'

Buradaki P,(z) polinomuna Taylor polinomu, R, (z) ’e de hata terimi denir.

TANIM 1.29 Herhangi bir f € C™(R",R), f(x,s,...z,) fonksiyonu verildiginde

Qy
(1.20) a=(a,a,0,) €EN", oy + g+, <m, D*f = gx_?“]:’ ap <m
J
olmak Uzere tirevleri

(1.21) Df = D"Dg?---Di"f, lah = +ag +-+a, =k k<m

sembol ile gosterilebilir.

Ornek 1.19 n = 2 igin

DOV f(z,y) = f(z,y), DMVf(w,y) = DIDYf(z,y) = Dif(z,y) = %
2
DUV f(z,y) = DID}f(z,y) = Dif(z,y) = aigy

TANIM 1.30 TAYLOR SERISI (n-BOYUTLU UZAYLAR ICIN)

f € C*(F",F) fonksiyonunun z, noktasindaki Taylor seri a¢ilimi

(1.23) ﬂm—zDﬂm<—mﬂ

ol

_Z ZDfxo — )",

n=0 lah=n

ae N' z% = a"as? -xyn, lah = o + g + -+, al = aqlap!-a,!

olarak tanimlanir.

TANIM 1.31 REEL ANALITIK FONKSIYON

Bir f : R — R fonksiyonunun z;noktasinda reel analitik olmas i¢in gerekli ve
yeterli sart, x,noktasini i¢ine alan bir I a¢ik araligi icinde

a) feC™() ve



§ BOLUM | GENEL TANIMLAR VE TEOREMLER 13

b) f ninz, noktasindaki Taylor seri agiliminda klim Ri(z) = 0,Vz € 1, olmasidir.

Uyart: Bir fonksiyonun analitik olmasi igin f € C*°(I) olmast yeterli degildir. Ornek
olarak
exp(—z7?), =0

(1.24) FiR =R, f(z) = 0 e

fonksiyonunun x = 0 noktasinda her mertebeden tiirevleri vardir ve f*)(0) = 0 dur.

(Bunu tiirevin tanimin1 kullanarak gdsteriniz). Ancak fonksiyon analitik degildir. Cilinkii
fonksiyonun x = 0 noktasindaki Taylor serisi, hata terimi ile yazilirsa,

n (k)
sy = S R = 04 Ry

olarak elde edilir ve dolayisiyla R, (z) = exp(—1/z?) olmak zorundadir, bu da bize x =
0 noktasini igine alan ve lim R,(z) = 0, Vz € I sartin1 saglayan higbir I agik araliginin

olmadigini gosterir. Sonug olarak f € C'*°(I) olmasina ragmen, analitik degildir.

TANIM 1.33 REEL ANALITIK FONKSIYON (genel)

a) f:F" — F, F" nin acik bir alt kiimesi 2 da tanimli ve x, € ) olsun. Eger
(125) f(m) = an(l‘ - mO)a> Vi € Br(xO)

sartin1 saglayan c, = Cyq,.o, € F ve r > 0 sayilari varsa f fonksiyonu z,
noktasinda analitiktir denir. Eger bu sart her z, € Q icin gecerli ise 0 zaman f, Q

icinde analitiktir denir. Burada F = R alinursa f reel analitik, F = Calinirsa f
(kompleks) analitik olarak isimlendirilir.

b)f:R" — R™, f(z) = (fi(x), fo(z),..., f,(x)), R"nin agik bir alt kiimesi

i¢cinde tanimli olsun. Eger f nin bilesenlerinin her biri € icinde reel analitik ise 0 zaman
f fonksiyonu € icinde reel analitiktir denir.

TANIM 1.34 ANALITIK FONKSIYON (n = 1icin)

Bir f:C — C, f(2)= f(z+ 1y) = u(z,y) + iv(z,y) fonksiyonunun
29 = Ty + 1y, noktasinda analitik olmasi igin yeterli sart z, noktasinin agik bir B,(z;)
komsulugunda
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a) u,vecC' ve

b) u, =v, ve u

; , = —v, Cauchy-Riemann esitliklerinin saglanmasidir.

TANIM 1.35 f:F — FF tamiml olsun. f(z) fonksiyonunun z, noktasindaki tiirevi
(1.26) F(z0) = lim {& = I (z0)

olarak tanimlanir. Bu durumda f(z) fonksiyonunun z, noktasinda tiirevlenebildigi
sOylenir.

14

Ornek 1.20 exp(z),sin(z), cos(z), P(z) = chzk fonksiyonlar1 z € R ise her yerde
k=0

reel analitik, z € C ise her yerde analitiktir.

TEOREM 16. {f,

kiimesi {izerinde diizgiin yakinsarsa, F fonksiyonu E lizerinde siireklidir.

TEOREM 1.7. {},
diizgiin yakinsak ise E de de diizgiin yakinsaktir. Burada (E)° = i¢(E ) dir.

f, € C(E,F),vn € N}olsun. Eger {f,} dizisi,(E)° kimesinde

SONUC 1.5. ch f,(x), [0, oo) -araliginda F(x) fonksiyonuna diizgiin yakinsak, ve

lim f,(z) = b, < co Vn = 0,1,2,....saglanmis olsun. O zaman Z;Obn yakinsaktir ve

lim F(z) = ) “b, dir.

r—00

TEOREM 1.8. I ¢ R kompakt bir kiime, f, € C(I,R) Vn € Nolsun. O zaman, |

kiimesi Uzerinde f, — f diizglin yakinsaktir ve limitle integralin siras1 degistirilebilir:
(1.27) tim [ f,(2)dz = [ fz)da
n—oo T T

SONUG 1.6. I c R kompakt bir kiime, f, € C'(I,R) ¥n € Nolsun. Eger ) *f,

serisi I kiimesi lizerinde F fonksiyonuna diizgiin yakinsarsa, o zaman

f, € C(E,F),V¥n € N}olsun. Eger ) * f, serisi F fonksiyonuna E
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(1.28) f[i::fn(x) = i::[ffn(z)dx].

TEOREM 1.9. ( Lebesgue ) Her dogal say1 n i¢in f, fonksiyonlari kompakt bir E kiimesi
uzerinde integrallenebilir ve E deki her xicin f,(z) — f(z) olsun. Eger her dogal say1 n

icin, |If,Il, < M, Vn € Nsartini saglayan bir M sayis1 varsa o zaman fE = fEf

saglanir.

Not: Buradaki integrallenebilme Lebesgue anlaminda integrallenebilmedir. Ancak,
Riemann anlaminda integrallenebilen (hemen hemen) her fonksiyon Lebesgue
anlaminda da integrallenebilir ve bu durumda fonksiyonun Riemann integrali
Lebesgue integrailine esittir.

TANIM 1.37 NOKTASAL YAKINSAKLIK (fonksiyon serileri icin)

oo

ch 1,(z), xy noktasinda yakinsaktir < s,(z,) = ch fo(my) dizisi yakinsaktir.

n=0 k=0

Buradaki s, (z,) = ZZ:O afe(xg), (n = 0,1,2,...) dizisine serinin kismi
toplamlari denir. Dolayisiyla serinin x, noktasinda yakinsak olmasi i¢in serinin kismi
toplamlarinin olusturdugu dizinin bu noktada yakinsak olmasi gerekli ve yeterlidir.

TANIM 1.38 DUZGUN YAKINSAKLIK (fonksiyon serileri icin)

Z c,f.(z) A kiimesinde diizgiin yakinsaktir < s, () A da diizgiin yakinsaktir.

n=0

TEOREM 1.10. (Weierstrass karsilastirma teoremi): Eger | /.|, < M, her & > 0 igin
saglanir ve Z;C:O M, yakinsak ise , Z:O:o fi(z)serisi E kumesi tzerinde diizgin
yakinsaktir.

TANIM 1.39 VEKTORLERIN LINEER KOMBINASYONU ve sp (A)

E bir vektor uzayi ve A = {ﬁ ‘fk € Ek = 0,1,2,...n}0|sun.

(129) sp(A) = {yly = C()f() + lel =+ "'Cnfnavck € F}
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olarak tanimlanir. Burada sp Ingilizce span kelimesinin kisaltilmisidir Belirli bir {¢, };_,
sayilari igin elde edilen, ¢,f, + ¢, f; + - ¢,f, toplammna { f; }}_, vektorlerinin bir lineer

kombinasyonu ( lineer bilesimi )denir. Dolayisiyla, Sp(A) verilen vektorlerin bu sekilde
olusturulan tm lineer kombinasyonlarini igerir. Sp(A), {f };_,Vvektorlerini icinde

bulunduran en kiiglk alt uzaydir.

TANIM 1.40 YOGUN KUME ( Normlu uzaylar igin)

(E“ H ybir normlu uzay, S = {f, |k = 0,1,...} C E olsun. Eger E nin herhangi bir

elemanina, S nin elemanlarinin sonlu bir lineer kombinasyonu ile istenildigi 6l¢iide
yaklagilabilirse S ye E nin yogun bir alt kiimesidir denir ( Ing.: spanning set ).

Yani, verilen her f € E ve her £ > 0 igin 0yle ¢, ve N sayilar1 vardir ki

| =3k <<

saglanir. Burada N sonsuz almabilir, ancak bu durumda, tanimdaki sonlu lineer
kombinasyon ifadesinin gecerli olmasi igin, sadece sonlu sayida ¢, nin sifirdan farkli

olmasi gerekir.

TEOREM 1.11. ( Weierstrass yaklasim teoremi ): Herhangi bir f € C([a,b],F)

N

k=0

polinom vardir dyle ki ||f — Pll,;,; = sup |f(z) — P(z)| < e saglanir. Yani polinomlar
' ]

z€la,b

fonksiyonu igin, verilen here > 0 degerine karsilik P(z) = Z ez’ seklinde bir

uzay1P = {P‘P R —F polmom}, stirekli fonksiyonlar uzayi C([a,b],FF) iginde

yogundur.

Ornek 1.21 {z"}"  kiimesi, C([a,b], R)strekli fonksiyonlar uzayi i¢inde yogundur.

Ornek 1.22 Rasyonel sayilar kiimesi, R(R) vektdr uzayi iginde yogundur.

Dikkat: Metrik uzaylardaki yogun olma tanimi ile normlu uzaylardakini karsilastiriniz.
Aslinda ayni1 tanim, nigin?

Problem 1.9 f,(z) = ¢ '* dizisinin ve > o, fu(x) serisinin herhangi bir kompakt

aralikta diizgiin yakinsak oldugunu gdsteriniz.

Problem 1.10 | 7|, = sup|/f(z)| olsun. (f,)fonksiyonlar dizisi A kimesi tizerinde
€A

diizgiin yakinsak ise, ayni kiime iizerinde noktasal yakinsaktir. Bunu ispatlaymiz.
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TEOREM 1.12.f € C(E,B), Vk > 0. Eger {f,} dizisi f fonksiyonuna E kUmesi
tizerinde diiziin yakinsak ise, f fonksiyonu E kiimesinde sureklidir.

TEOREM 1.13.f, € C'(A,F), Y~ f,(x) dizisi F(x) fonksiyonuna (noktasal) yakisak,
tiirevlerin olusturdugu Z;C fi(z) dizisi A kiimesi iizerinde diizgiin yakinsak olsun. O

zaman )~ fi(z) =F(z), V= € A igin saglanr.

TEOREM 1.14. Z? a,r" kuvvet serisinin yakinsaklik yarigapi R ise, o zaman seri

1z1 < R kiimesinin her kompakt alt kiimesinde diizgiin yakinsaktir. Ayrlca seri |zl < R

acik kiimesinin her noktasinda tiirevlenebilir ve f(z) = ;O f,(z) ise f(z Z
k

olur. Ayrica, f“(x) = Y ~a, %[m” , Vk € Z* 1z <R olur ( yani seri istenildigi kadar
X

terim terim turevlenebilir).

SONUG 1.14.1 f(z) = Y “a,(z — x,)", #, noktasmmn bir agik komsulugunda

saglanirsa, o zaman a, = f"(z,)/n! olmas1 gerekir.

SONUG 1.142 %" “a,(z — zy)" =) b,(z — )", x, noktasmmn agik bir

komsulugunda saglanirsa, o zaman Vn > 0 igin a, = b, Olur.
TEOREM 1.15 Zzoanx”, (z € R) serisinin yakinsaklik yarigapt R olsun Eger seri X =R

(x=-R) i¢in de yakinsak ise, o zaman [ 0, R ] kapali araliginda ( [ -R, 0 ] araliginda )
diizglin yakimsaktir.

TANIM 1.41 LINEER DONUSUM
Eger T : V(F) — W(FF) fonksiyonu
T(ax +y) = aTl(x)+ T(y), Vo,y € V,Ya € F

sartin1 saglarsa bir lineer doniisiim ( transformasyon ) oldugu s6ylenir.

TANIM 1.42 FONKSIYONEL

f:V(F) — F seklindeki fonksiyonlara fonksiyonel denir. Ayrica eger bu
fonksiyon lineer ise, lineer fonksiyonel olarak isimlendirilir.
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TANIM 1.43 ORTOGONAL / ORTONORMAL TAM KUME

E bir i¢ carpim uzay1 ve A = {fn f, € E,n =01, 2} ortogonal ( ortonormal ) bir

kiime olsun. Eger {(f, Ly=0, f& A VYn> 0} = f = 0 ise, A kiimesine ortogonal

(ortonormal) tam kiime denir. Yani, A nin tam olmasi i¢in E\ A da A nin tiim
elemanlarina dik baska bir elemanin bulunmamasi gerekir.

TEOREM 1.16. GRAM-SCHMIDT YONTEMI

Bir i¢ ¢arpim uzay1 E deki lineer bagimsiz herhangi bir { A

f!l, € E; n = 0,1,2,...}
kiimesinden asagidaki sekilde dik (ortogonal) bir kiime elde edilebilir:

) v = fo

i) gt = oy = S gy
m m ) bt B
k:(}(‘;pkv(pk>

Bu yonteme Gram-Schmidt ortogonalizasyon (dikeltme) metodu veya yontemi denir.

Problem 1.12 {xk }::0 kiimesinden [-1, 1]-araliginda ortogonal olan bir kiime elde
ediniz.

Ornek 1.23 «cosnz 32, fonksiyonlar dizisi [O, 71] -araliginda bir ortogonal tam kiime

olusturur. Bu kiime [O, 27 ] -araliginda tam degildir. <cosnz >3 | kilmesi ayni aralikta tam
degildir. Bunlar1 gésteriniz.

Ornek 1.24 {1, COS N, sin m:}oc = {1, cos z,sin z, cos 2z, sin 2z,... } dizisi

n=1

[O, 27 ] araliginda bir tam dik kiime olusturur.

TEOREM 1.18 A = {z"}" kumesi, C([a,b],R), ( [a,b] : kompakt )sirekli
fonksiyonlar uzayi1 i¢inde yogundur.

ISPAT: 4 = {xk }ZO: 0 kiimesi polinomlar uzayi i¢in bir tabandir, bu yiizden
sp(A) = P oldugu agiktir. Burada P, tiim polinomlarin olusturdugu uzay: gosterir.
Weierstrass yaklasim teoremine gore sp(P) = C([a,b],R) saglanir. Bu da
sp(A) = C([a,b],R) olmasin gerektirir. (Nedenini agiklayiniz.).
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TANIM 1.44 INTEGRALLENEBILME
b

f :la,b] — F fonksiyonu [a,b]araliginda integrallenebilir < flf(a:)l dr < o0

a

TANIM 1.45 [L,[a,b] (= Karesi integrallenebilen fonksiyonlar uzay1 )

f € Lja,b) & (f,f) = j;b|f(x)|2 dr < co.

Bu sekilde tanimlanan L,[a,b] klimesine [a,b] araliginda karesi ( Lebesgue anlaminda)
integrallenebilen fonksiyonlar kiimesi (uzay1) denir.

Uyar1 1.1 Riemann anlaminda karesi integrallenebilen fonksiyonlarin uzayi tam
olmamasina karsilik Lebesgue anlaminda karesi integrallenebilen fonksiyonlarin uzay1
yani L,[a,b] tamdir.

Uyan 1.2. Riemann anlaminda integrallenebilen herhangi bir fonksiyon Lebesgue
anlaminda da integrallenebilir. Tersi dogru degildir.

Uyar11.3. L,[a,b] uzaymin normu

Ifll = /-<f,f>={j;b|f(ar)|2cl:r}l/2

olarak tanimlanir ancak daha 6nce de belirtildigi gibi bu bir norm degildir, ¢iinkii

[ =0 mutlaka f fonksiyonun sifir olmasini gerektirmez. Bu aksakligi gidermek igin
hemen hemen her yerde kavram gelistirilmistir: || f| = 0 ise f hemen hemen her yerde
sifirdir. Ornegin

2, a: rasyonel degil

0, z: rasyonel
f001) =R, fz) = { }

fonksiyonu [0,1] araliginda hemen hemen her yerde 2 ye esittir. Bir kiime iginde bir
anlamda “Onemsiz” sayilan kiimelerin 6lcimi sifirdir. Sayllamayan kiimelerin her
sayilabilir alt kiimesinin ( Lebesgue ) 6l¢iimii sifirdir. Ornegin, rasyonel sayilar kiimesi
reel sayilar kiimesinin 6l¢iimii sifir olan bir alt kiimesidir. Bir [a,b J-araliginin (Lebesgue)
Ol¢limii bu araligin uzunluguna esittir. Bu bilgiler 1s18inda, [a,b] araliginda

f =g (hh.h.) demek bu fonksiyonlarm uzunlugu sifir olan bir kiime digindaki

noktalarda f(z) = g(x) esitligini saglamas1 demektir. Eger L,[a,b] nin tim elemanlari

f= { g ‘ g=7F (h.h.h.)} seklinde denklik siniflarma ayrilirsa ve bu siniflarin her biri
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tek bir elemanmus gibi diisiiniiliirse o zaman yukarida tanimlanan fonksiyon bir norm
olur.Ayrica bu norma goére L,[a, b] Uzay1 tamdir.

TANIM 1.46 L, UZAYLARI

b
fe Lp[a,b]@f|f(a:)|pdm<oo (1<p< )

Bu uzay i¢in norm, L,[a, b] uzayindakine benzer bir sekilde tanimlanir:

b 1/p
||f||p:|f|f<x>|p| . Ifl, =0 /=0 (hhh).

(f € Lyfa,b] < ess sup | f(z)| = || fll,, olarak tanimlanir, ancak bu 6l¢iim teorisi
z€[a,b]

gerektirdigi i¢in daha fazla lizerinde durmayacagiz. Ancak bir 6rnek vermek gerekirse

20

[a,b] araliginin sayilabilir bir alt kiimesi ilizerinde ( daha dogrusu, 6l¢timii sifir olan bir alt

kiimesi iizerinde) 1 degerini, diger yerlerde ise 0 degerini alan bir f fonksiyonu igin

“ess sup f(z) = 07 dir. Burada ess Ingilizce essential (~ esas/esasli) kelimesinin
z€[a,b]

kisaltilmisidir. Sayilabilir bir kiimenin Lebesgue 6l¢iimii sifirdir).

TEOREM 1.19 HOLDER ESITSIZLIGI

1 + 1_ 1 olmak tzere, f € L,[a,b], g € L,[a,b]olsun. O zaman

b q

b
[ 11@)g@)|dz < 11£1, 9],

saglanir. Bu esitsizlige Holder esitsizligi denir. Bu esitsizlik bize f € L,[a,b] Ve
g € Lyla,b] ise garpim fonksiyonu fg nin I;[a,b] uzaymin bir elemani oldugunu

gosterir.

TEOREM 1.20 ( MINKOWSKI ESITSIZLIGI )

fr9 € Lla,b] = f + gl, <1, +lgl,

TEOREM 1.21 L, uzaylar tamdir.
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TANIM 1.47 MUTLAK YAKINSAK SERILER

Za serisi mutlak yakinsaktir < Zlanl <oo e {a,|n=0L12..}eh

n=0 n=0

{a,In = 0,1,2,...} € i iginnorm: [la, | = > ™ |a,]

TANIM 1.48 KARESI TOPLANABILEN DIZILER UZAYTI: I,

{a,|n =0,1,2,...} € |, & zjlanl2 < oo

n=0
Bu uzay icin norm asagidaki sekilde tanimlanir:

/2

m—{Zmﬁ} C @)eb

TANIM 1.49 [, UZAYLARI

{anln:O,l,Q,...}elp@Zlan|p<oo (1<p< )

n=0
(1.30) {a,In = 0,1,2,...} € Lyicinnorm: a, [, ={>" I|a,[" }1/;)
TANIM 1,50 SINIRLI DIZILER UZAYT: [

{a,|n = 0,1,2,...} € I, &< supla,| < co
n

(131) (@)l = supla, | < oo

TEOREM 1.22 SCHWARZ ESITSIZLIGI
Bir i¢ ¢carpim uzayindaki her X, y elemani i¢in

(1.32) [z, y)| < nzify. (Schwarz esitsizligi)

Burada norm || f|| = /{f,f) olarak alinir.

TEOREM 1.23 HOLDER ve MINKOWSKI ESITSIZLIKLERI (Diziler igin)

21
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1<p<oo, 1/p+1/q=1saglansinve (a,), (c,) € I,, (b,) € I, olsun. O zaman

Y lanba 1< (@), 1)1, ( Holder esitsizligi)
n=1
ve
I(an + c)ll, < lanll, +lleall, (Minkowski esitsizligi)

esitsizlikleri saglanir.
Problem 1.13 Schwarz esitsizligini ispat ediniz.

Problem 1.14 Herhangi bir i¢ ¢arpim uzayinda, her X, y i¢in
(1.31) lz + y? +llz — yl = 20z + 2|y|>  (Paralelkener kurali)

esitliginin saglandigimni gosteriniz.

Problem 1.15 Herhangi bir i¢ ¢arpim uzayinda, her X, y i¢in

(133 (wy)+ () = ol + P —lo o)

esitliginin saglandigini gosteriniz.

TEOREM 1.23 Bir reel Banach uzaymin (1.33)-i¢ ¢arpimu ile Hilbert uzayi olmasi i¢in
gerekli ve yeterli sart normunun paralel kenar kuralini saglamasidir.

Problem 1.16 Reel durumda (1.33) esitligi (z,y) = i{llx +ylF — |z - y||2} olur.

Bunun bir i¢ ¢carpim oldugunu gosteriniz.

Problem 1.17 f(z,y) = i{lll‘ +ylf — |z — y||2} fonksiyonunun x degiskenine gore

lineer, y degiskenine gore siirekli oldugunu gosteriniz.

TANIM 1.52 AYRILABILIR HILBERT UZAYI

Eger bir Hilbert uzay1 sayilabilir elemanli yogun bir alt kiimeye sahipse, ayrilabilir
Hilbert uzayi (Ing. Separable Hilbert space ) denir.
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TANIM 1.53 TABAN ( Cebirsel taban)
E bir vektdr uzayi, A da E nin sonlu ya da sonsuz elemanli bir alt kiimesi olsun. Eger

i) A lineer bagimsiz ve
il) E nin herhangi bir eleman1 A nin sonlu sayidaki vektorlerinin bir lineer
kombinasyonu olarak (tek bir sekilde) yazilabilirse

A kiimesine E nin bir cebirsel tabanidir denir.

Ornek 1.26 B = {61 = (1,0,0,...,0), e, = (0,1,0,...,0),....e, = (0,0,...,1)} kiimesi
R™(R) vektor uzayt igin bir tabandir.

Ornek 1.27 B = {z" }>°  kiimesi reel polinomlar uzayu i¢in bir cebirsel tabandur.

TANIM 1.54 TABAN (Genel )
Bir A kiimesinin, E vektdr uzaymin taban: olmast i¢in

1) A nin E vektor uzaymin lineer bagimsiz bir alt kiimesi olmas1 ve
i) E nin herhangi bir elemaninin A nin sonlu ya da sonsuz sayidaki vektorlerinin
bir lineer kombinasyonu olarak (tek bir sekilde) yazilabilmesi gerekir.

Dikkat: Vektor uzaylarindaki yogun (spanning) kiime ile taban arasindaki farka dikkat
ediniz. Ornek olarak {z* }* kiimesi C([a,b],R) uzay1 igin yogun bir kiimedir, ancak
uzayin her elemanini bu kiimenin sonlu ya da sonsuz lineer kombinasyonu olarak
yazamayiz. Mesela 1z1 fonksiyonunu kiimenin elemanlarinin bir lineer kombinasyonu

olarak yazmak miimkiin degildir. Bununla beraber, ortonormal kiimeler i¢in durum
farklidir. Bu durumda

yogun ortonormal kiime = tam ortonormal kiime = (ortonormal) taban

dogrudur.

Asagida yakinsaklikla ilgili yeni bir tanim verecegiz. Bu yakinsama sekli daha 6nce
tanimlanan norm iginde yakinsamadir, ancak buradaki norm karesi integrallenebilen
fonksiyonlar uzayi i¢in daha 6nce tammmladigimiz (yar1) normdur. Hatirlanacag gibi
bunun norm olmasi i¢in uzayin elemanlarini denklik siniflarina ayirarak bu siiflarin her
birini uzayin elemanlari imis gibi kabul etmek zorunda kalmistik.
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TEOREM 1.24 Ayrilabilir herhangi bir Hilbert uzayi i¢in bir ortonormal tam kiime
vardir.

TANIM 1.53 ORTALAMA ICINDE YAKINSAMA

(E,< , >) bir i¢ carpim uzayu, {fn L i (a,0) = F, n = 0,1,2,...} C E bir

fonksiyonlar dizisi olsun. O zaman

b 1/2
lngrglcfn = f <~ 7}51010”']077 - f"LZ(a.b) = JL%[f'fn(x) - f(fE)|2 dl‘} =0

seklinde tanimlanan limit ortalama icinde limit olarak isimlendirilir. Buradaki I.i.m.
Ingilizce limit in the mean ifadesindeki bas harflerden alinmustir.

Problem 1.18 Kompakt bir [a,b]araliginda diizgiin yakinsak bir dizinin ayn1 zamanda

ortalama icinde de yakinsak oldugunu gosteriniz. Aralik kompakt degilse durum ne olur?
Ornek olarak, [0, co]araliginda

flz) ={~vm ’ -

fonksiyonlar dizisini g6z oniine alalm. f, € L,[0, oc] oldugunu gosteriniz. Bu dizinin
f(z) = 0 fonksiyonuna diizgiin yakinsadigini gosteriniz. Dizi ortalama i¢inde yakinsak
m?
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